UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA — BARCELONATECH

OPE — ORGANIZACION DE LA PRODUCCION Y DE EMPRESA (ASPECTOS TECNICOS, JURIDICOS
Y ECONOMICOS EN PRODUCCION )

Modelos y herramientas de decision. Teoria de Juegos 111

MODELOS Y HERRAMIENTAS DE DECISION 240EO023 — Master Universitario en Ingenieria de Organizacion
(240MUEO) - ETSEIB

Joaquin Bautista-Valhondo

OPE-PROTHIUS — OPE-MSc.2018/21 240EQ023 (20180319) - http://futur.upc.edu/OPE - www.prothius.com -
Departamento de Organizacién de Empresas — ETSEIB - UPC

y

o

@ "\r PROTHIUS MHD’ 18 — Juegos (1II): 0

{ .
{ J. Bautista



Contenido

= Decisiones en universo hostil - Juego

= Elementos de un juego de 2 personas

= Juegos de 2 personas. Clasificacion y procedimientos
= Ejemplo 9 y 10. Presentacion y resolucion

= Juegos de suma general no cooperativos. Hipotesis y estrategias puras prudencial y
contraprudencial

= FEjemplos 11, 12 y 13. Presentacion y resolucion estrategia pura prudencial

= Ejemplo 14: Un acuerdo en el 221B de Baker Street. Presentacion y resolucion estrategias
puras prudencial y contraprudencial

= Juegos de suma general no cooperativos - Estrategias mixtas

= FEjemplo 14. Resolucion estrategias mixtas

= Juegos de suma general cooperativos. Hipotesis, pagos laterales y arbitraje
= Ejemplo 14. Resolucion con pagos laterales y arbitraje de NASH

= Ejemplo 15: Camparia Alianza Vehiculos eléctricos 360-EV. Presentacion y resolucion

@ PROTHIUS MHD’ 18 — Juegos (I1I): 1

J. Bautista



Decisiones en universo hostil - Juego

Esquema: Proceso de un Juego

Utilidad - Accion-Reaccion

Estrategia

JUGADOR 1 <
(RACIONAL) s (D
o N
Analisis A
ACCIONES
POSIBLES

Utilidad: Informacion que comunica el desarrollo del juego.

Acciones: Decisiones parciales tomadas por los jugadores.

Estrategia: Regla predeterminada que concreta las acciones ante cada circunstancia.

Analisis: Estudio de la situacion.

@ i PROTHIUS

JUGADOR 2
(RACIONAL)

PROCESO DE
DECISION
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Elementos de un juego

Jugadores: Dos o mas decisores que en sus acciones, bajo una percepcion hostil, emplean el
criterio de minimizar su maxima pérdida o de maximizar su minima ganancia.

Acciones: Decisiones tomadas cuando hay que jugar (elegir).

Estrategia: Regla predeterminada que especifica por completo como se va a responder a
cada circunstancia posible en cada etapa del juego (v.g.- analisis de un movimiento en
ajedrez).

Pagos: Utilidades (ganancias) asociadas a cada conjunto de estrategias de los jugadores. Los
valores también pueden corresponder a costes (pérdidas) o frustraciones.

Jugada: Acciones simultaneas de los jugadores sin que €stos conozcan las elecciones de sus
oponentes, dando como resultado una utilidad para cada jugador.
Supuestos:

* Ambos jugadores son racionales

*  Ambos jugadores eligen sus estrategias para su Unico beneficio, sin compasion hacia el
oponente.
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Elementos de un juego de 2 personas

Elementos de un juego de 2 personas: (1) Estrategias del jugador 1, (2) Estrategias del
jugador 2,y (3) Matrices de pagos de ambos jugadores.

Hipotesis: Al inicio del juego, cada jugador conoce: (1) las estrategias de que dispone, (2) las
estrategias de su competidor y (3) las matrices de pagos de ambos jugadores.

1. Conjunto de estrategias de J1: J(1.2): a;,b; S Sy : Sh
¢ €E(i=L..m) S ay;, by ap, by : 1y, by,
2. Conjunto de estrategias de J2:
, ) ayy, Dy Ay, by : s by
s; € S (] = 1,..,n)

3. Matriz de pagos (ganancias) de J1:
A=(a,))ma| Ve, EENs, ES] €n | dmp b
4. Matriz de pagos (ganancias) para J2:

b

a

ml m2°

m2 : amn? b mn

Juegosuma 0 = B=-A:b, =-a, [Vel. EE,Vs, € S]
B=(b, ;) [Vel. EEVs, €S ] Juegos suma constante = A+ B =(c),,,, : @, +b, =c Ve Vs,

Juegos suma general = A+ B = (¢)

mxn
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Juegos de 2 personas. Clasificacion y procedimientos

Clasificacion:
1. Juegos de suma O: B=-A:b;=-a, Ve, €EVs, ES
2. Juegos con suma constante: A+B=(c),,,:a;+b,=cVe, €EENs €S
3. Juegos con suma general: A+B=(c),,,
3.1. Juegos no cooperativos: Cooperacion prohibida o imposible acordar estrategias conjuntas
3.2. Juegos cooperativos: (7) Sin pagos laterales, (i) Con pagos laterales
Procedimientos:

1. Determinar matriz de pagos para J1(A) y para J2(B) - Forma normal (m x n)

2. Aplicar criterio max-min sobre A (J1) y max-mix sobre B (J2):
2.1. Juego no cooperativo:

- Con punto de silla: Hacer:{VJ*l =a. . V), =b, ]} con (i, j ) estrategias puras éptimas (J1,J2)

- Sin punto de silla: Resolver con estrategias mixtas: 1 Formulas si: (mxn) = (2x2)
P ' 5 " |- Gréfico, sistema o PL si: (mxn)=(2x2)
2.2. Juego cooperativo:

- Determinar puntos de equilibrio y conjunto de entente - Aplicar pagos laterales y arbitrajes
3. Finalizar.
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Juegos de suma constante

Hipotesis: Al inicio del juego, cada jugador conoce: (1) las estrategias de que dispone, (2) las
estrategias de su competidor y (3) las matrices de pagos de ambos jugadores.

Hipdtesis: a; +b; =c Ve, €EE, Vs, €S

Transformacion en juego suma O:
N:a;=a;-c/2
12: b, =b;—c/2
2. Resolver Juego suma 0 con A’ = {al.’j Ve, €EVs, € S}

1. Hacer: { }Vel.EE,VSj ES=a;+b,=a;+b,-c=0Ve, €EE Vs, ES

J(1,2): a;,b, S S, : S, Jia; s S, : Sy
Sy ay, by ap, by, . @y by, € ap  ap : d 1n
© 1> by Ay, by . Gy, by, G~ dr dyp : d o
Cm O bml Am2s bm2 : Qno bmn Cm ad m1 d m2 4 mn
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Ejemplo 9. Presentacion
Ejemplo 9 - Piedra - Papel - Tijera no simétrico en pagos - Enunciado:

Dos jugadores (J1 y J2) apuestan 5€ por partida (10€ en el bote). El juego es PIEDRA - PAPEL
- TUERA con las siguientes reglas de reparto del bote: PIEDRA gana a TUUERA (10, 0), TUERA
gana a PAPEL (9, 1) y PAPEL gana a PIEDRA (8, 2); si J1 y J2 coinciden al mostrar sus manos,
empatan y recogen sus 5€ (5, 5). Las utilidades de J1 y J2 se muestran en la Tabla-9.0

Estrategias J1:
e, . Mostrar mano PIEDRA J1.12: a..b. sl 32 33
L A

e, : Mostrar mano PAPEL

’ el 55 2,8 10,0
e, : Mostrar mano TIJERA

e2 8,2 55 1,9
Estrategias J2: el 0, 10 9,1 5,5
s, : Mostrar mano PIEDRA
Tabla-9.0: Tabla de utilidades (J1,J2). E rt

s, : Mostrar mano PAPEL abla abla de utilidades ( ). Euros que se reparten

J1 y J2 en cada partida del juego PIEDRA - PAPEL - TIJERA.
s, : Mostrar mano TIJERA

@ :f PROTHIUS MHD’ 18 — Juegos (I11): 7

J. Bautista



Ejemplo 9. Resolucion juego suma constante (1)

Ejemplo 9 - Piedra - Papel - Tijera no simétrico en pagos - Resolucion suma constante:

Tabla-9.0: Tabla de utilidades (J1,J2). Euros que se reparten

¢, : Mostrar Piedra J1y J2 en cada partida del juego PIEDRA - PAPEL - TIJERA.
Estrategias J1:4 e, : Mostrar Papel
5 2 P J1,12:a..b, sl s2 s3
e, : Mostrar Tijera vy
el 5,35 2,8 10,0
| s, - Mostrar Piedra 2 8,2 5.5 1,9
Estrategias J2:4 s, : Mostrar Papel
s, : Mostrar Tijera e3 0,10 9,1 5,5
Tabla-9.1: Tabla de utilidades J1. Euros que J1 gana a J2 en
Se cumple: cada partida del juego PIEDRA - PAPEL - TIJERA.
a;+b;=10 Ve, €EVs, €S J1: a] sl s2 s3
Jl:a,=a,-5 1 0 ! 5
1. Hacer: v Ve € ENVs. €S ©
{JZ b; =b,.j—5} ) ! 2 3 0 4
e -
2. Resolver Juego suma 0
e3 -5 4 0
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Ejemplo 9. Resolucion juego suma constante (2)

Ejemplo 9 - Piedra - Papel - Tijera no simétrico en pagos - Resolucion suma constante:

Estrategias J1:1e, :

Estrategias J2:4 s, :

PL-J1: maxV
s.a:
3x,—5x, 2V
—3x,+4x,2V
Sx,—4x,2V
X +x,+x;=1
x,20 i=12,3

: Mostrar Piedra

Tabla-9.2: Tabla de utilidades J1. Euros que J1 gana a J2 en
cada partida del juego PIEDRA - PAPEL - TUERA. Valor (-3,3)

@ .ﬁ PROTHIUS

Mostrar Papel
: Mostrar Tijera J1: a; sl s2 s3 Min .
1 0 3 5 3 maxmin
e - - «—
: Mostrar Piedra eD 3 0 4 -4
Mostrar Papel e3 _5 4 0 _5
: Mostrar Tijera Max 3 4 5
T minmax
(0) Resultado: PL-J2: minV 0y  Resultado:
x, =4/12 5. i y, =4/12
512)) X, =5/12 =3y, +5y, <V )y =512
PRI BmnsV @y
@) V=0 —5_)71 + 4y2 <V (3,) ‘7* -0
5) Wty ty; =1 (4)
y;20,;=12,3 (5)
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Ejemplo 10. Presentacion

Ejemplo 10 - Campana ventas Vehiculos eléctricos EV-2017 - Enunciado:

Dos marcas automovilisticas (J1 y J2) disefian un plan para aumentar las ventas de una gama de
vehiculos eléctricos en Espafia en el proximo afo. Ambas hardn promocion a través de tres
medios de difusion: Television, Tres60-m e Internet. Los cientos de vehiculos (suma constante)
que J1 y J2 prevén vender en 2017, en funcidn de la demanda historica (2011-2016) y de sus
estrategias, se recogen en la Tabla-10.0

Estrategias J1:
e, - Promocion en TV J1,02: a;,b; sl s2 s3
: Promocion Tres60-m
© > el 5,7 9,3 7,5
e, : Promocion en Internet
€2 7,5 8,4 6, 6
Estrategias J2 e3 8. 4 4,8 4,8
s, : Promocion en TV
s, : Promocion Tres60-m Tabla-10.0: Tabla de utilidades (J1,J2). Prevision de ventas

5, Promocién en Internet (cientos de vehiculos) de J1 y J2 con la campaiia EV-2017.
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Ejemplo 10. Resolucion juego suma constante (1)

Ejemplo 10 - Campana ventas Vehiculos eléctricos EV-2017 - Resolucion suma constante.

e, . Promocion TV
Estrategias J1:1 e, : Promocion Tres60-m

e, : Promocion Internet

s, . Promocion TV
Estrategias J2:1s, :
s, - Promocion Internet

Promocion Tres60-m

Se cumple:

a;+b; =12 Vel.EE,VsJ.ES

1. Hacer: {Jl: a;j =a’j_6}‘v’e. eEVs. €S
J2:b;=b, -6 : T

2. Resolver Juego suma O

@ .ﬁ PROTHIUS

Tabla-10.0: Tabla de utilidades (J1,J2). Prevision de ventas
(cientos de vehiculos) de J1 y J2 con la campafnia EV-2017.

J1,12: a;,b, sl s2 s3
el 5,7 9,3 7,5
e2 7,5 8,4 6, 6
e3 8,4 4,8 4,8

Tabla-10.1: Tabla de utilidades J1. Cientos de vehiculos que

J1 captura a J2 en la campania EV-2017.

J1: a; sl s2 s3
el -1 3 1
e2 1 2 0
e3 2 -2 -2
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Ejemplo 10. Resolucion juego suma constante (2)

Ejemplo 10 - Campana ventas Vehiculos eléctricos EV-2017 - Resolucion suma constante.

e, . Promocion en TV
Estrategias J1:7 e, : Promocion en Tres60-m
e, : Promocion en Internet

J1: a; sl s2 s3
el -1 3 1
e2 1 2 0
e3 2 -2 -2

s, - Promocion en TV
Estrategias J2:1 s, : Promocion en Tres60-m
s, : Promocion en Internet

J1: a; sl sP s3
el -1 5 1
e2 1 2 0
e3 2 -2 -2

Tabla-10.1: Tabla de utilidades J1. Cientos de vehiculos
que J1 captura a J2 en la campafia EV-2017.

p!

=

€ = PROTHIUS

/N

Tabla-10.2: Tabla de pagos. Dominancias J2: estrategia
s, domina a estrategia s,. Se suprime s,.
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Ejemplo 10. Resolucion juego suma constante (3)

Ejemplo 10 - Campana ventas Vehiculos eléctricos EV-2017 - Resolucion suma constante.

e, : Promocion TV Tabla-10.3: Tabla de utilidades J1. Cientos de vehiculos
Estrategias J1:{e, : Promocién Tres60-m que J1 captura a J2 en la campaifia EV-2017. Valor (0, 1)
e, : Promocion Internet J1: a; sl s3 Min
» el -1 1 -1 maxmin
s, - Promocion TV ) 1 0 0 «—
Estrategias J2:1s, : Promoc'i?n Tres60-m e3 0 ) )
s, . Promocion Internet Max ) 1
T minmax
PL-J1: maxV (0) Resultado: PL-J2: minV 0" Resultado:
s.a: s 1 x =1/3 s.a: ) y, =1/3
x,—2x,2V 3) 2 <V 2/ :
x, =0 Y= (2%) v, =2/3
X tx,+x;,=1 (4) 3 2y —2y. <V 3) s
>0 i=1,2,3 5 Vi =1/3 R ) V' =1/3
%208 ©) / Y4y, =1 ) /

y,20 j=13 (5)
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Ejemplo 10. Resolucion juego suma constante (4)

Ejemplo 10 - Campana ventas Vehiculos eléctricos EV-2017 - Resolucion suma constante.

6 T T 6 PLJ2: minV (0") PL-J1: maxV 0)
<+ 4 s.a: s.a:
—y, +y, <V 1) —x,+x,+2x,2V @
4T V=v Ve €EE T 4y <V @)  A2n2V 3)
o ~ p +x,+x, =1 4)
+ + 2y, =2y, <V 3)  hThTh
3+, = @) x,20 i=12,3 (5)
y;20 j=13 (5"
v, =V, =\7:>—2y1+1=y1
—_ =0 ==y ==
Vi 3 Y2 Y3 3 3
1 1 v =v;=V
yl y3 * el * == + =
-4 + x, -1 1 1 4 b, =—Z<V'=x,=0 HTHLEA
1 x2 0 _92 il Xlzg Xz_g )C3_0 %4 :§
6 L 3 1 _6
Valor del Juego J1: V =1/3 - J1 captura a J2 33 vehiculos (al menos) con la estrategia mixta.
@ = PROTHIUS MHD’ 18 — Juegos (I11): 14
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Juegos de suma general no cooperativos -Hipotesis

Condiciones e hipotesis.

b=

Cada jugador (J1 y J2) intentara conseguir su maxima ganancia.
En juego de suma general, la maxima ganancia de J1 no supone la maxima pérdida de J2.
Ningun oponente racional estard dispuesto a jugar perdiendo mas de lo inevitable.

Los jugadores J1 y J2 determinaran sus estrategias max-min sobre sus matrices de pagos
respectivas (J1 sobre A y J2 sobre B), asi ambos aseguran unas ciertas ganancias minimas
denominadas niveles de certeza. Aqui, el jugador emplea su estrategia prudencial (pura o mixta).

. Los jugadores no colaboraran buscando puntos de equilibrio para obtener unas ganancias por

encima se sus niveles de certeza.

Abandonar la estrategia max'min y adoptar la min-max puede suponer un incremento de la
ganancia de un jugador si el contrario se mantiene en su estrategia max-min.

Obviamente, los jugadores J1 y J2 podran determinar sus estrategias mix-max usando las matrices
de pagos de sus oponentes respectivos (J1 sobre B y J2 sobre A), pudiendo limitar asi las
ganancias del contario. Aqui, el jugador emplea su estrategia contraprudencial (pura o mixta).

El empleo de la estrategia prudencial asegura el nivel de certeza, mientras que el empleo de la
estrategia contraprudencial limita el nivel de certeza del contrario.
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Juegos de suma general no cooperativos - Estrategias puras

Estrategias puras - Nomenclatura y criterios:

Sean :
E,S  Conjunto de estrategias de J1, E ={e,,..,e, }. Conjunto de estrategias de J2, S ={s,,..,s,, }

a;;,A Utilidad de J1 con las estrategias e, EE de J1y s, €S de J2- A=(q
b,;,B  Utilidad de J2 con las estrategias e, EE de J1ys; €S deJ2- B=(),)

i,j? i,j/mxn

. )men - Matriz de pagos de J1

: matriz de pagos de J2

Postura Jugador: Estrategia Funcion Estrategia pura Optima
Prudente J1: maxmin (Prudencial) f (A,e,s) = Izleabgc{ T éISl(ai, j)} e = argmax{l;né?(al, ; )}
Prudente J2: maxmin (Prudencial) f(B.5,€)= max{min(bi J)} s = argmax{mm(b )}
s;€S | ¢€E ’ 5.ES ¢ EE
Hostil J1: minmax (Contraprudencial) f (B,e,s) = Ienelgl{rgg((bl ])} e = argg;m{ na (bl y )}
Hostil J2: minmax (Contraprudencial) f (A, s,e) = ISIJIé?{ I Eag((ai’ j )} s = arsgjg;m{ (al j )}

Punto de equilibrio:

El par de estrategias puras (¢ ,s )= (i, ) estd en equilibrio si: (al,* za Ve EE ) A (b,* zb. Vs, ES )

L,
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Ejemplo 11. Presentacion

Ejemplo 11 - Dilema del Prisionero - Enunciado:

Dos delincuentes, J1 y J2, son investigados por corrupcion y malversacion de dinero publico. La
juez reconoce que no tiene pruebas suficientes para obtener una condena por el cargo principal
-10 anos de prision-, pero si para que sean sentenciados a 3 afios por otros cargos. La justicia
ofrece un pacto a cada delincuente en privado: si uno de ellos testifica contra el otro, al uno le
caera 1 afio de prision y al otro la condena principal; si ambos testifican contra su oponente, la
condena para los dos sera de 5 afnos. La Tabla-11.0 recoge las condiciones del juego.

Estrategias J1: 1
e, . Encubrir a J2 - > 0y sl s2
e, : Testificar contra J2 el 7.7 0.9

€2 9,0 55

Estrategias J2:

51 Encubrira J1 Tabla-11.0: Tabla de utilidades (J1,J2). Ahorro en afios de prision (sobre

s, . Testificar contra J1 10) de J1 y J2 en el “Dilema del Prisionero”.
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Ejemplo 11. Resolucion - Estrategia pura prudencial

Ejemplo 11 - Dilema del Prisionero - Resolucion J1 y J2 max-min (prudencial):

Estrategias J1: Tabla-11.1: Tabla de utilidades de J1y J2 (): Ahorros de J1 y J2 () en
e : Encubrir a J2 afos de prision sobre 10 afios de condena en el “Dilema del Prisionero”.
e, : Testificar contra J2 J1J2: a,(b,) s1 ) Min

el 7(7) 0(9) 0
Estrategias J2: max min
s, . Encubrir a J1 c2 %) > ) > o
s, : Testificar contra J1 Min (0) )

Tmax min

Punto de equilibrio: (J1, J2) — (e,,s,)

SiJ1|e,= J1 —¢,: J1 condenado a 10 afios (ahorro 0) y J2 condenado a 1 afio (ahorro 9)
SiJ2|s, = J2 —s,: J2 condenado a 10 afios (ahorro 0) y J1 condenado a 1 afio (ahorro 9)

Valor del Juego: V, =V, =5.J1 y J2 condenados a 5 afios (ahorro 5) - Punto (J1,J2) — (e,,s,)
Complicidad: Si (J1,J2) —= (e,,s,) = J1 y J2 condenados a 3 afios (ahorro 7 anos para cada jugador)
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Ejemplo 12. Presentacion

Ejemplo 12 - Politica armamentista de 2 potencias - Enunciado.

Dos potencias enfrentadas, J1 y J2, deben decidir su politica armamentista. Para este juego
peligroso, las estrategias de ambas potencias son idénticas: (1) armarse por posible guerra y
negarse a cooperar y (2) Desarmarse, acordar la prohibicion de determinadas armas y cooperar.
Las utilidades (suma general) de J1 y J2 y los resultados de sus acciones, en funcion de las
estrategias de ambos jugadores, se recogen en la Tabla-12.0.

Estrategias J1: 112 a5, 1 52

e, : Armarse el 2,2 8,0

e, : Cooperar con J2 e2 0, 8 4,4
Estrategias J2: (e,s): Resultado sl s2

s, : Armarse el Carrera armamentista Solo se arma J1
s, . Cooperar con J1 e2 Solo se arma J2 Desarme

Tabla-12.0: Tabla de utilidades (J1,J2) y resultados de las acciones
politicas (J1,J2) en el problema “Politica armamentista de 2 potencias”.
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Ejemplo 12. Resolucion - Estrategia pura prudencial

Ejemplo 12 - Politica armamentista 2 potencias - Resolucion J1 y J2 max-min (prudencial).:

Estrategias J1: Tabla-12.1: Tabla de utilidades de J1 y J2 (): Puntuacién sobre resultados
de cada par de acciones en “Politica armamentista de 2 potencias”.
e, . Armarse

e, . Cooperar con J2 J112: a,(b,) sl s2 Min
max min
el 2(2) 8 (0) 2 «—
Estrategias J2: ) 0(3) 4 (4) 0
s, : Armarse " 5 )
s, : Cooperar con J1 i (2) _ ©)
Tmax min

Punto de equilibrio: (J1,J2) — (e,,s,)

SiJl|e = J1 —e,: J1 queda desarmado (ganancia 0) y J2 se arma en solitario (ganancia 8)
SiJ2 | s, = J2 —s,: J2 queda desarmado (ganancia 0) y J1 se arma en solitario (ganancia 8)
Valor del Juego: V, =V, =2. Punto de silla: (J1,J2) — (e,,s,) equilibrio en guerra fria (ganancias 2)

Complicidad: S1 (J1,J2) —= (e,,s,) = J1 y J2 se desarman, pseudo-equilibrio en paz (ganancias 4)
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Ejemplo 13. Presentacion

Ejemplo 13 - El caso del tenista de élite - Enunciado:

Un tenista de ¢élite (J1) es acusado de dopaje por un personaje politico (J2). Dada la honorable
trayectoria del deportista es poco probable que la acusacion esté fundamentada y se trate, por
tanto, de una estipida injuria. Las opciones de J1 son: (1) demandar al politico o (2) callar y
observar. Las acciones de J2 son: (1) mantener la acusacion o (2) retractarse publicamente. Las
utilidades de J1 y J2 y los resultados de sus acciones se recogen en la Tabla-13.0.

Estrategias J1:

e, . Demandar a J2

e, : Mantenerse en silencio

Estrategias J2:
s, : Mantener la acusacion

s, . Retractarse publicamente

€ " PROTHIUS

J1J2: ay,b, sl s2
el 7,3 10, -5
e2 -5, 10 0,0
(e,s): Resultado sl s2
el Juicio - ventajaJl ~ Imagen de J2 dafiada
e2 Imagen de J1 dafiada Entente cordial

Tabla-13.0: Tabla de utilidades (J1,J2) y resultados de las acciones civiles
de J1 vs. J2 en “El caso del tenista de élite”.
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Ejemplo 13. Resolucion - Estrategia pura prudencial

Ejemplo 13 - El caso del tenista de élite - Resolucion J1 y J2 max-min (prudencial):

Estrategias J1: Tabla-13.1: Tabla de utilidades de J1 y J2 (): Puntuacion sobre resultados
de cada par de acciones en “El caso del tenista de ¢€lite”.
e, : Demandar a J2

e, : Mantenerse en silencio J1J2: a,(b,) sl s2 Min _
max min
el 7(3) 10 (-5) 7 D
Estrategias J2: e -5.(10) 0(0) 3
s, : Mantener la acusacion i 3 ;
s, : Retractarse publicamente o (Tznax i -3)

Punto de equilibrio: (J1,J2) — (e,,s,)

SiJl|e = J1 —e,: J1 con suimagen dafiada (ganancia -5) y J2 sale impune (ganancia 10)

SiJ2 | s, = J2 —s,: J2 con suimagen dafada (ganancia -5) y J1 gana el juicio sin gastos (ganancia 10)
Valor del Juego: (V,,V,) =(7,3). Punto de silla: (J1,J2) — (e, s,) equilibrio bajo la Ley (ganancias 7 y 3)
Complicidad: S1 (J1,J2) — (e,,s,) = J2 se disculpa publicamente y J1 acepta las disculpas (ganancias 0)
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Ejemplo 14. Presentacion
Ejemplo 14 - Un acuerdo en el 221B de Baker Street - Enunciado:

Holmes y Watson (J1 y J2) han cerrado un caso y, como viene siendo habitual, van a celebrarlo
poniéndose en contacto con las calles de Londres. Watson prefiere la 6pera, Holmes el teatro...
No hay acuerdo! Watson propone un juego a Holmes: en cada salida, ambos escribiran en un
papel su apuesta del dia, segun las utilidades estables (de 0 a 4) de tres opciones: (1) ir al teatro,

(2) ir a la opera y (3) quedarse en casa o ir por libre. Tanto las utilidades actuales de Holmes y
Watson como los resultados de sus acciones se recogen en la Tabla-14.0.

. J1J2: aij,bl.j sl s2

Estrategias J1:

e, . Apostar por ir al teatro el 4,2 0,1

e, . Apostar por ir a la dpera €2 0,1 2,4

(e,s): Resultado sl s2

Estrategias J2:
s, : Apostar por ir al teatro el H&W van al teatro  H&W 221B o libres

L
s, : Apostar por ir a la épera e2 H&W 221B o libres H&W van a la 6pera
)

Tabla-14.0: Tabla de utilidades actuales (J1,J2) y resultados de apuestas
Holmes vs. Watson en “Un acuerdo en el 221B de Baker Street”.
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Ejemplo 14. Resolucion - Estrategia pura prudencial

Ejemplo 14 - Un acuerdo en el 221B de Baker Street - Hy W max-min (prudencial):

Estrategias J1 - Holmes: Tabla-14.1: Tabla de utilidades de Holmes y Watson (): Puntuacion sobre
. resultados de las acciones en “Un acuerdo en el 221B de Baker Street”.
e, . Apostar por ir al teatro

e, . Apostar por ir a la 6pera J1J2:a,(b;) sl s2 Min .
max min
el 4(2) 0(1) 0 DE—
: : . max min
Estrategias J2 - Watson: ) 0(1) 2 (4) 0
s, : Apostar por ir al teatro .
: ) Min (1) (1)
s, . Apostar por ir a la dpera Tmax in T .
max min

e . ISTH—=e)AW —5)=(V,,V,,)=(4,2). Punto de equilibrio ventaja Holmes
Puntos de equilibrio:s o .
SIt(W—=s5,)AH —e,)=(V,,V,)=(2,4). Punto de equilibrio ventaja Watson
Si Holmes y Watson emplean estrategia prudencial su nivel de confianza es (V,,,V,,) = (0,1).
Holmes y Watson deben pasar a estrategias mixtas para aumentar su nivel de confianza.

Nota.- Si Holmes y Watson apuestan azarosamente, pueden salir de casa el 50% de las ocasiones.
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Ejemplo 14. Resolucion - Estrategia pura contraprudencial

Ejemplo 14 - Un acuerdo en el 221B de Baker Street - Hy W min-max (contraprudencial):

Estrategjas J1 - Holmes: Tabla-14.1: Tabla de utilidades de Holmes y Watson (): Puntuacion sobre

. resultados de las acciones en “Un acuerdo en el 221B de Baker Street”.
e, . Apostar por ir al teatro

e, . Apostar por ir a la 6pera J1J2:a,(b;) sl s2 Max .
min max
el 4(2) 0(l) (2) «—
Estrategias J2 - Watson: e 0(1) 2 (4) 4)

s, : Apostar por ir al teatro
1 Max 4 2

s, . Apostar por ir a la dpera .
Tmm max

Si (HW) —(e,,s,) = (V,,V,,) =(4,2) : ventaja Holmes

Si (HW) — (e,,s,) = (V},,,V,,) =(2,4) : ventaja Watson

Punto contraprudencial: (H, W) — (e,,s,) = Ganancias (V,,,V,,) =(0,1).

Puntos de equilibrio:{

Holmes y Watson deben pasar a estrategias mixtas para aumentar su utilidad.

Nota.- En esta ocasion, si Holmes y Watson jugaran a la contra pura serian estiipidos.
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Juegos de suma general no cooperativos - Estrategias mixtas

Nomenclatura:

E,S  Conjunto de estrategias de J1, E ={e,,..,¢, }. Conjunto de estrategias de J2, S = {s,,..,s,,}

a . A

i,j?

b. .,B

i,j?

Utilidad de J1 con las estrategiase, EE deJ1 ys, €S deJ2-A=(a
Utilidad de J2 con las estrategias e, EE de J1ys, €S deJ2-B=(), )

i,j)mxn

mxn

: matriz de pagos de J1
: matriz de pagos de J2

x;,y;  Probabilidad (x;) de que J1 use la estrategia ¢; € E - Probabilidad (y;) de que J2 use la estrategia s; € §

VijsVa;

Ganancia (v;) de J1 ante la estrategia de J2 s, € § - Ganancia (v,;) de J2 ante la estrategiade J1 ¢, € E

V..V,  Ganancias de J1 y J2 - Ganancias minimas (J1: V™", J2: V,"") - Ganancias maximas (J1: V™, J2: V")

Estrategias mixtas - PL formulacion:

PL-J1 (P) Prudencial:

min .
= min {V1 ; }

l=j=n

max V,

N.II
p—

~
I
—_

PN
8
=

\
e
B
=

e
v
@)

i

PL-J2 (P) Prudencial:

min :
max V,"" = min{v,, }
I<ism
s.a:
n
2=l
j=l
n
min .
b,y zV," lsism
j=1
y; 20 I<sj=n

PL-J1 (CP) Contra-(P):

max

minV,"™ = max{vzl}

l<ism
S.a:

m

Exl:l

i=1
m

max *
Ebl.’jxisV2 l<j=<n
i=1

x, =0 l<i=m

PL-J2 (CP) Contra-(P):

min V"™ = max {vl ; }

l=j=n

s.a:
n
D=1
j=1
n
max .
Eai’jyjsv1 Il<si=sm
j=1

y; =0 Il=sj=<n
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Ejemplo 14. Resolucion - Estrategia mixta prudencial

Ejemplo 14 - Un acuerdo en el 221B de Baker Street - H y W mixta prudencial.:

Estrategias J1:
e, . Apostar por ir al teatro
e, . Apostar por ir a la Opera

Estrategias J2:
s, : Apostar por ir al teatro
s, : Apostar por ir a la Opera

PL-J1:max V™" 0)
S.a.

4x, = V™" (1)
2x, = V™ (2)
x +x,=1 (3)
x, 20 i=1,2 (4)

Tabla-14.1: Tabla de utilidades de Holmes y Watson (): Puntuacion sobre
resultados de las acciones en “Un acuerdo en el 221B de Baker Street”.

112 a,(by) sl s2 Min
el 4(2) 0(1) 0
e2 0(l) 2(4) 0
Min (1) (1)
Resultado: PL-J2:max V,"" (0%) Resultado:
x =1/3 s.a: | yi =3/4
x, =2/3 2y + », 2V 1) yi=1/4
V=123 y, +4y, 2V 2 Vi =1.75
wt+y, =1 (3"
y;20 j=12 (4%)

Estrategia mixta prudencial: Holmes se asegura la ganancia V" = 1.3 - Watson se asegura la ganancia V, =1.75

@ .ﬁ PROTHIUS
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Ejemplo 14. Resolucion - Estrategia mixta contraprudencial

Ejemplo 14 - Un acuerdo en el 221B de Baker Street - H y W mixta contraprudencial:

Estrategjas J1: Tabla-14.1: Tabla de utilidades de Holmes y Watson (): Puntuacion sobre
. resultados de las acciones en “Un acuerdo en el 221B de Baker Street”.
e, . Apostar por ir al teatro
e, . Apostar por ir a la Opera J1J2: a;(b;) sl 52 Max
el 4(2) 0(l) 2)
Estrategias J2:
S . e2 0(1) 2 (4) (4)
s, : Apostar por ir al teatro
s, . Apostar por ir a la Gpera Max 4 2
PL-J1:minV,™* (0) Resultado: PL-J2:minV,"* (0")  Resultado:
s.a: X, = 3/4 s.a: y, = 1/3
2x,+x, V™ (1) x; =1/4 4y, V™ 1) y; =2/3
x, +4x, <V, (2) 05<V <3 2y, V™ (2")  13=V; <3
X +x, =1 (B) Ry =V =2375 nty, =1 3) ¥ =v=24
x. 20 i=12 (4) y; 20 j=12 (4°)

Estrategia mixta contraprudencial: Ganancia Holmes V" € [0.5,3] - Ganancia Watson V, € [1 .§,3].
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Ejemplo 14. Resolucion - Estrategia mixta con equiprobabilidad

Ejemplo 14 - Un acuerdo en el 221B de Baker Street - Hy W mixta con equiprobabilidad:

Estrategias J1 / J2: Tabla-14.1: Tabla de utilidades de Holmes y Watson (): Puntuacion sobre
) resultados de las acciones en “Un acuerdo en el 221B de Baker Street”.
e,,s, . Apostar por ir al teatro
: ) J1J2:a,(b,) sl s2
e,,s, . Apostar por ir a la Opera A
el 4(2) 0(1)
&2 0(1) 2 (4)

A,B A=(a;;)

Dados:] X,y X =(x,,..,x, ) vector de estrategia mixtade J1 - y =(y,,..,y,) vector de estrategia mixta de J2

: matriz de pagos de J1 - B=(b, ,),,, : matriz de pagos de J2

mxn mxn

V.V,  Ganancias deJ1 : V,(A,X,y) =X, A,  GananciasdeJ2 : V,(B,X,y) =X, B, ..V

Supongamos que Holmes y Watson apuestan con equiprobabilidad por escrito (teatro y dpera al 50%), resulta:

Ganancia Holmes: V = (0.5,05) % O || 92 |=1.5 Ganancia Watson: v, =(0.5,05] 2 ' || 92 |-2
02| 05 1 405

Incremento sobre el nivel de certeza: Holmes AV, =1.5-1.3=0.16 - Watson AV, =2-1.75=0.25
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Juegos de suma general cooperativos -Hipotesis
Condiciones e hipotesis.

Cada jugador (J1 y J2) intentara conseguir su maxima ganancia.
En juego de suma general, la maxima ganancia de J1 no supone la maxima pérdida de J2.

Ningun oponente racional estard dispuesto a jugar perdiendo mas de lo inevitable.

b=

Los jugadores J1 y J2 pueden abandonar sus estrategias individualistas (max-min y min-max) con
el propodsito de conseguir unas ganancias por encima de sus respectivos niveles de certeza o por
encima de unas ganancias garantizadas para ambos a traves de un acuerdo previo (Status Quo).

5. Los jugadores colaboraran buscando los puntos de equilibrio del juego.
6. Los jugadores indicaran sus puntos de equilibrio preferidos.

7. Ambos jugadores conoceran el conjunto posible de ganancias con cooperacion (conjunto de puntos
alcanzables si1 J1 y J2 se ponen de acuerdo). El conjunto posible es acotado, cerrado y convexo.

8. Ambos jugadores conoceran el conjunto de entente de ganancias con cooperacion, que forma parte
de la frontera del conjunto posible (frente Pareto-optimo).

9. En el conjunto de entente y segiin el Status-Quo, los jugadores buscaran la solucion cooperativa y
repartiran las ganancias mediante pagos laterales o alguin mecanismo de arbitraje racional.
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Juegos de suma general cooperativos ‘Pagos laterales y arbitraje

Elementos de la negociacion y del arbitraje:

1. Dos jugadores (J1 y J2) y un arbitro (A)

2. Conjunto Posible de puntos con ganancias con cooperacion X, ,, (acotado, cerrado y convexo)
3. Conjunto de Entente de ganancias con cooperacion I1,, ,, € X, ,, (Frente Pareto - dptimo)

4. Mejores posiciones gananciales de J1 (a',b) de J2 (a,b") y conjunta (a,b)’

5. Situacién ganancial referente (por acuerdo o amenaza) de J1 y J2. Status Quo SQ, = (V,’®,V;)

Pagos laterales:
(a) Criterio racional: AV, =AV, =V -V’ =y V&

(a ,b)=>J1compensaal2:V,=a —c,V,=b+c
(b) Si (J1,J2) acuerdan: {(a,b’)=>J2 compensaall:V,=b —c,V,=a+c
(a,b) =V, +V,=a+b

Arbitraje de Nash: max I = (Vl . )(V2 — V% ) (0)
s.a:
V= 1)
V, = V% (2)
(‘/1’V2) = HJ],J2 3)
Resolucion: SiV, = f(Vl) Hacer: or _ 0= (V2 —yS ) + %(‘/1 Ve ) ~0
aV, Vv

1 1
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Ejemplo 14. Resolucion - Pagos laterales

Ejemplo 14 - Un acuerdo en el 221B de Baker Street - Hy W con pagos laterales.
‘/2 _

Watson J112:a,(b;) sl: W-Teatro  s2: W-Opera
el: H-Teatro 4(2) 0(l)
5 + ,
e2: H-Opera 0(l) 2(4)
(2,4)
B Opera Posicién Mejor Peor  StatusQuo
- Holmes 4,2) ©,1) 13
3 | J Entente Watson 2,4) (0,1) 1.75
4 i 1. Alternativa Teatro, Holmes compensard a Watson:
q % Tearo ' AV =26 -
2 I o ————- e (4,2) Si (H,W) — (e,,s,) = Y = AV,,=2916
1 317580, { i AV, =025 ’
1 +fﬁ?{‘(0',”1)’wv % i i 2. Alternativa Opera, Watson compensara a Holmes:
T - | AV, =0.6 A
o | Si (HW)—>(e,,5,)=>1" = AV, =2916
S T T T lav-22s )
0 1 2 3 4 5 14

p!

=
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Ejemplo 14. Resolucion - Arbitraje de NASH

Ejemplo 14 - Un acuerdo en el 221B de Baker Street - Hy W arbitraje de Nash:
‘/2 _

Watson J1J2:ay(b;)  sl: W-Teatro  s2: W-Opera
el: H-Teatro 4(2) 0(l)
5 + ,
e2: H-Opera 0(l) 2(4)
2,4 ) )

P I v PM-Nash SQ : (V" V52)

+ (2.792, 3.208) maxT = (V, - V4V, - V,)
3 + 1: | Entente 54

| i i Vi+V, = 6

T o V2V
2 - -- ————— L ————— —E———————————————f_f.f-— Teatro V2 = V2SQ0

i to L (4D : V| =2.792 = AV, =1.458

T L7150 4 | Si 50, =| 13 |= N ==Pe=Aan=1

Rt | l 1.75 V, =3.208 = AV, =1.458
1+ O o |
i i | Cortesia de Holmes hacia Watson:
i i i Holmes — Ir al Teatro el 46.53% de ocasiones
| | | | | | | | | > -

0 ' ' L b T — Ir ala Opera el 53.47% de ocasiones

0 1 2 3 4 5 14

p!

=
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Ejemplo 15. Presentacion

Ejemplo 15 - Campana Alianza Vehiculos eléctricos 360-EV - Enunciado:

Dos marcas (J1 y J2) de una Alianza automovilistica disefian un plan para aumentar las ventas de
una gama de vehiculos eléctricos en Europa durante el proximo afio. Ambas haran publicidad
digital videowall en las estaciones de tren de alta velocidad de 2 ciudades europeas (M, P)
durante 360 dias. Los cientos de vehiculos que J1 y J2 prevén vender durante el afo gracias a
este medio de difusion y en funcion de sus estrategias se recogen en la Tabla-15.0

Estrategias J1:

J1J2:a.,b.
e, : Promocién en M.PA %j>b; sl s2
e, : Promocion en P.GL el 33 6 10
e2 10, 6 5,5

Estrategias J2:

: Promocion en M.PA .
5 omocion € Tabla-15.0: Tabla de utilidades (J1,J2). Prevision de ventas (cientos de

s, : Promocion en P.GL vehiculos) de J1 y J2 con la campaiia de promocion 360-EV.
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Ejemplo 15. Resolucion - Estrategia pura prudencial

Ejemplo 15 - Camparia Alianza Vehiculos eléctricos 360-EV - J1 y J2 max-min (prudencial):

Estrategias J1: Tabla-15.1: Tabla de utilidades (J1,J2). Prevision de ventas (cientos de
¢ Promocién en M.PA vehiculos) de J1 y J2 con la campana de promocion 360-EV (max-min).

1 : .
e, : Promocién en P.GL J1J2:a,(b;) sl s2 Min

el 3(3) 6(10) 3
Estrategias J2: , 10 (6 5 (s - max min
s, - Promocion en M.PA © (6) (3) D
s, : Promocién en P.GL Min (3) (5)
Tmax min

L Si(J1,J2)—(e,s,)=(V,,,V,,)=(6,10). Punto de equilibrio ventaja J2
No hay equilibrio (e,, s, ):

Si1(J1,J2) == (e,,s,) = (V,,,V,,) =(10,6). Punto de equilibrio ventaja J1
SiJ1y J2 emplean su estrategia prudencial su nivel de confianza es (V,,,V,,) = (5,5).
J1 y J2 deben pasar a estrategias mixtas para aumentar su nivel de confianza.

Nota.- SiJ1 y J2 se posicionan en un punto de equilibrio pueden vender 1600 vehiculos entre ambos.
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Ejemplo 15. Resolucion - Estrategia pura contraprudencial

Ejemplo 15 - Camparia Alianza Vehiculos eléctricos 360-EV - J1 y J2 min-max (contraprudencial).:

Estrategias J1: Tabla-15.2: Tabla de utilidades (J1,J2). Prevision de ventas (cientos de

. . hicul 1ylJ2 1 il 10 -E in- .
e : Promocién en M. PA vehiculos) de J1 y J2 con la campafia de promocion 360-EV (min-max)

e, : Promocién en P.GL J1J2:a,(b;) sl s2 Max
el 3(3) 6 (10) (10)
Estrategias J2: min max
s, - Promocion en M.PA e2 10 (6) 5 (5) (6) D
s, : Promocion en P.GL Max 10 6
Tmin max

Si (J1,12) = (e,,5,) = (V,,,V,,) = (6,10) : ventaja J2

Punto contraprudencial: (J1,J2) — (e,,s,) = Ganancias (V,,,V,,)=(5,5).

Si (J1,J2) = (¢,,5,) = (V,},V,,) = (10,6) : ventaja J1
Puntos de equilibrio:{ H )= (e,8,) = (V},,V,,) = (10,6) : ventaja }

Con la estrategia contraprudencial J1 y J2 limitan a 6 la ganancia de su contrario.

J1 y J2 deben pasar a estrategias mixtas para aumentar su utilidad.
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Ejemplo 15. Resolucion - Estrategia mixta prudencial

Ejemplo 15 - Camparia Alianza Vehiculos eléctricos 360-EV - J1 y J2 mixta prudencial.:

Estrategias J1:
e, . Promocion en M.PA
e, : Promocion en P.GL

Estrategias J2:
s, - Promocion en M.PA
s, : Promocion en P.GL

PL-J1:max V™" (0)
S.a.

3x,+10x, = V™" (1)
6x, +5x, = V™" (2)
x +x,=1 (3)
x, 20 i=12 (4)

Tabla-15.1: Tabla de utilidades (J1,J2). Prevision de ventas (cientos de
vehiculos) de J1 y J2 con la campafia de promocion 360-EV (max-min).

132 a,b,) sl s2 Min
el 3(3) 6 (10) 3
e2 10 (6) 5(5) 5
Min (3) (5)
Resultado: PL-J2:max V,"" (0") Resultado:
xr=5/8 s.a: | v, =5/8
X =3/8 3y, +10y, 2V,™ 1) yi =3/8
V' =5.625 6y, +5y, 2V,™ (2%) V) =5.625
wty, =1 (3)
y;20 j=12 (4°)

Estrategia mixta prudencial: Niveles de confianza de (J1,J2) : (V,",V,") =(5.625,5.625)
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Ejemplo 15. Resolucion - Estrategia mixta contraprudencial

Ejemplo 15 - Camparia Alianza Vehiculos eléctricos 360-EV - J1 y J2 mixta contraprudencial.:

Estrategias J1: Tabla-15.2: Tabla de utilidades (J1,J2). Prevision de ventas (cientos de

.y hicul 1ylJ2 1 il 10 - in- .
e : Promocién en M. PA vehiculos) de J1 y J2 con la campafia de promocion 360-EV (min-max)

e, : Promocién en P.GL J1J2:a,(b;) sl s2 Max
el 3(3) 6(10) (10)

Estrategias J2:

s, : Promocion en M.PA €2 10 (6) 5 6) ©)
s, : Promocion en P.GL Max 10 6
PL-J1:min V™" (0) Resultado: PL-J2:minV,"* (0’) Resultado:
s.a: X, = 1/8 s.a: y, = 1/8
3x,+6x, <V, D x;=7/8 3y, +6y, V™ A y =78
10, +5x, <V;™ (2) 5.125<V7<9.125 10y, +5y, <V™ (2) 5.125<V; £9.125
X +x, =1 G oy =V =7625 Ntyn=I () N3 =V =765
x>0 i=12 (4) Y, 20 j=12 4)

Estrategia mixta contraprudencial: Ganancia J1 V" € [5.125,9.125] -GananciaJ2 V; € [5.125,9.125].
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Ejemplo 15. Resolucion - Pagos laterales

Ejemplo 15 - Camparia Alianza Vehiculos eléctricos 360-EV - J1 y J2 con pagos laterales.

2T J132:a,(b,) sl:J2MPA  s2:J2-P.GL

1 (6,10) el: J1-M.PA 3(3) 6 (10)
[ 0 R —

B e2: J1-P.GL 10 (6) 5(5)
5 N Posicién Mejor Peor  Status Quo
o Entente

T N J1 (10,6) (3,3) 5.625

6 Lo e N e 2 6,10) (3,3) 5625
————————————————————— oot 1 (10,6)
B I 50,(5625,5625) | | i 1. Alternativa (10, 6), J1 compensara a J2:
GBS |
4 —+ ; o ! , AV, =4375
: < | S1(J1,J2) = (e,,s,) = = AV, =4.75
R e L | AV, =0.375 ’
(3.3) | e i . )

 + | | i | | 2. Alternativa (6,10), J2 compensard a J1:

ik L i , AV, =0.375
0 | | 1 I 1 I I I ! —>

0 2 4 6 8 10 v
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Ejemplo 15. Resolucion - Arbitraje de NASH
Ejemplo 15 - Camparia Alianza Vehiculos eléctricos 360-EV - J1 y J2 arbitraje de Nash:

V _
2 72

$0,(5.625.5.625)

(5,5

(6,10)
(0 (€5,)

Entente

€) © PROTHIUS

J1J2:a,(b;)  sl:J2-M.PA s2:J2-P.GL
el: J1-M.PA 3(3) 6(10)
e2: J1-P.GL 10 (6) 5(5)

PM-Nash SQ : (V5% V)

max I = (V, =V @)V, -V, %)

S.a.

V,+V, =16

V 2 Vo

V, = V5

Si 50, 2| 3623 :{V{ 8= AV =2.375}
5.625 V) =8= AV, =2375

Promocidn conjunta en M.PA y P.GL
Venta conjunta de 1600 EV's
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Allegro ma non troppo

Y LAS LEYES FUNDAMENTALES DE LA ESTUPIDEZ HUMANA

L1: Siempre e inevitablemente cada uno de nosotros subestima el
namero de individuos estupidos que circulan por el mundo.

L2: La probabilidad de que una persona determinada sea estipida
es independiente de cualquier otra caracteristica de la misma
persona.

X L3: Una persona estipida es una persona que causa un dafo a
otra persona o grupo de personas sin obtener, al mismo tiempo,
un provecho para si, o incluso obteniendo un perjuicio.

L4: Las personas no estupidas subestiman siempre el potencial

nocivo de las personas estupidas.

L5: La persona estpida es el tipo de persona mis peligrosa que
existe. Corolario: El estiipido es mds peligroso que el malvado.

Carlo M. CIpOLLA (1922-2000)
Allegro ma non troppo (1988)
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